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Problema 1. Pentru fiecare număr natural nenul

n considerăm numărul an = 6n2 + 7n+ 2.

a) Arătat, i că niciunul dintre numerele an, n ≥ 1 nu

este prim.

b) Arătat, i că niciunul dintre numerele an, n ≥ 1 nu

este pătrat perfect.

Solut,ie a) an = (2n + 1)(3n + 2), de unde reiese

imediat concluzia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9p

b) Observăm că numerele 2n + 1 s, i 3n + 2 sunt

prime ı̂ntre ele: dacă d | 2n + 1 s, i d | 3n + 2, atunci

d | 2(3n+ 2)− 3(2n+ 1) = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .6p

Astfel, dacă an ar fi pătrat perfect atunci 3n + 2

ar fi pătrat perfect – fals, deoarece 3n + 2 dă rest

2 la ı̂mpărt, irea cu 3, iar pătratele perfecte dau la

ı̂mpărt, irea cu 3 resturile 0 sau 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6p

Problema 2. Arătat, i că, dacă m este un număr

real s, i una dintre solut, iile ecuat, iei x2 +mx +m2 = 3

este număr ı̂ntreg nenul, atunci s, i cealaltă solut, ie este

număr ı̂ntreg.

Solut,ie. Ecuat, ia implică 3x2 + (x + 2m)2 = 12.

Rezultă că solut, iile reale verifică relat, ia 3x2 ⩽ 12

s, i, cum x este număr ı̂ntreg nenul, obt, inem x ∈
{−2,−1, 1, 2} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9p

Obt, inem posibilităt, ilem2−2m+1 = 0, m2−m−2 =

0, m2 + m − 2 = 0 sau m2 + 2m + 1 = 0, de unde

m ∈ {1, 2,−2,−1} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6p
În toate cazurile, ambele solut, ii sunt ı̂ntregi . . . . 6p

Problema 3. Numerele reale x, y, z verifică rela-

t, iile: x, y, z ∈ [2, 20], x+ y + z = 31 s, i xyz = 360.

Arătat, i că unul dintre numere este egal cu 2.

Solut,ie. Vom folosi (x − 2)(y − 2)(z − 2) ⩾ 0 s, i

(x− 20)(y − 20)(z − 20) ⩽ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9p

Din cele două relat, ii reiese xy + xz + yz ⩽ 238 ⩽
xy + xz + yz, deci xy + xz + yz = 238, (*) . . . . . . .6p

Înlocuind x = a + 2, y = b + 2, z = c + 2 ı̂n cele

două egalităt, i din ipoteză s, i ı̂n (*) obt, inem abc = 0,

de unde reiese concluzia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6p

Problema 4. O piramidă patrulateră regulată are

baza ABCD s, i vârful E. Considerăm un punct vari-

abil M ı̂n interiorul pătratului ABCD s, i proiect, iile

sale N , P , Q, R pe muchiile laterale EA, EB, EC,

respectiv ED. Determinat, i pozit, ia lui M pentru care

suma MN +MP +MQ+MR este minimă.
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Solut,ie. Avem MN · AD = 2SMAE , deci MN +

MP+MQ+MR = 2
l (SMAE+SMBE+SMCE+SMDE),

unde l este lungimea muchiei laterale.

Arătăm că valoarea minimă a sumei SMAE +SMCE

este SACE s, i se obt, ine pentru M ∈ AC, (1). Fie F

proiect, ia lui M pe (EAC). Deoarece piramida este

regulată, avem (EAC) ⊥ (ABCD), deci F ∈ AC.

Apoi SFCE = SMCE · cosα ⩽ SMCE , unde α este

măsura unghiului planelor (MCE) s, i (ACE). Ana-

log SFAE ⩽ SMAE . Egalitatea se obt, ine când unghi-

urile planelor (MCE) s, i (MAE) cu planul (ACE) sunt

nule, ceea ce dovedes,te (1).

Analog cu (1), valoarea minimă a sumei SMBE +

SMDE este SBDE . Pentru a obt, ine simultan cele două

minime, trebuie caM să fie punctul comun al dreptelor

AC s, i BD. Astfel, pozit, ia lui M pentru care suma este

minimă e intersect, ia diagonalelor.

Altă solut,ie (schit,ă). Definim F ca mai sus. Atunci

FN ⊥ AE s, i MN ⩾ FN , cu egalitate ⇐⇒ M ∈ AC.

Folosind apoi arii obt, inem FN +FQ = 2
l SEAC s, i con-

cluzionăm ca mai sus.

Barem orientativ

Exprimarea distant,elor ı̂n mod convenabil (e.g. ca ı̂n solut, iile de mai sus) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9p

Identificarea pozit, iilor pentru care suma a două distant,e este minimă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6p
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