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Solutii clasa a VIII-a

Punctaj din oficiu............... ... ... ...

Problema 1. Pentru fiecare numar natural nenul
n consideram numarul a,, = 6n% + 7n + 2.

a) Aratati ca niciunul dintre numerele a,, n > 1 nu
este prim.

b) Aratati ca niciunul dintre numerele a,, n > 1 nu
este patrat perfect.

Solutie a) a, = (2n + 1)(3n + 2), de unde reiese
imediat concluzia ................. ... .. 9p

Problema 2. Aratati ca, daca m este un numar
real si una dintre solutiile ecuatiei 2 + mx 4+ m? = 3
este numar intreg nenul, atunci si cealalta solutie este
numar intreg.

Solutie. Ecuatia implica 322 + (z + 2m)? = 12.
Rezultid ca solutiile reale verifica relatia 322 < 12

Problema 3. Numerele reale x, y, z verifica rela-
tille: z,y,z € [2,20], z +y + 2z = 31 si xyz = 360.

Aratati ca unul dintre numere este egal cu 2.

Solutie. Vom folosi (z — 2)(y — 2)(z —2) > 0 si
(x—20)(y—20)(z2—20) <O.evvvvinininnnan... 9p

Problema 4. O piramida patrulatera regulata are
baza ABCD si varful E. Consideram un punct vari-
abil M in interiorul patratului ABCD si proiectiile
sale N, P, @, R pe muchiile laterale FA, EB, EC,
respectiv ED. Determinati pozitia lui M pentru care
suma MN + MP + M@ + MR este minima.

E,

Solutie. Avem MN - AD = 2Sp;ap, deci MN +
MP+MQ+MR = 2(Syap+Supe+Svce+Supe),
unde [ este lungimea muchiei laterale.

Aratam ca valoarea minima a sumei Sy ag + SMmcE

Barem orientativ

b) Observam ca numerele 2n + 1 si 3n + 2 sunt
prime intre ele: daca d | 2n + 1 si d | 3n + 2, atunci
d2Bn+2)—=32n+1)=1. ..., 6p

Astfel, daca a, ar fi patrat perfect atunci 3n + 2
ar fi patrat perfect — fals, deoarece 3n + 2 da rest
2 la impartirea cu 3, iar patratele perfecte dau la
impartirea cu 3 resturile Osau 1.................. 6p

si, cum z este numar intreg nenul, obtinem x €
{=2, =1, 1,2} 9p
Obtinem posibilitatile m? —2m+1 = 0, m?—m—2 =
0, m>+m —2 =0saum?+2m+1 = 0, de unde
meE{1,2,—2, =1} i 6p
In toate cazurile, ambele solutii sunt intregi....6p

Din cele doua relatii reiese zy + zz + yz < 238 <
xy 4+ xz +yz, deci xy + vz +yz =238, (¥)....... 6p
Inlocuind z = a + 2, y=>b+2,z=c+2in cele
doua egalitati din ipoteza si in (*) obtinem abc = 0,
de unde reiese concluzia .................. .. ... 6p

este Sacp si se obtine pentru M € AC, (1). Fie F
proiectia lui M pe (EAC). Deoarece piramida este
regulata, avem (EFAC) L (ABCD), deci F € AC.
Apoi Spep = Smer - cosa < Syogp, unde « este
masura unghiului planelor (MCE) si (ACE). Ana-
log SFrae < Smwag. Egalitatea se obtine cand unghi-
urile planelor (M CE) si (M AE) cu planul (ACFE) sunt
nule, ceea ce dovedeste (1).

Analog cu (1), valoarea minima a sumei Sypg +
SyvpE este Sppg. Pentru a obtine simultan cele doua
minime, trebuie ca M sa fie punctul comun al dreptelor
AC si BD. Astfel, pozitia lui M pentru care suma este
minima e intersectia diagonalelor.

Alta solutie (schita). Definim F' ca mai sus. Atunci
FN L AE si MN > FN, cu egalitate <= M € AC.
Folosind apoi arii obtinem F'N + F(Q = %S EAC sl con-
cluzionam ca mai sus.

Exprimarea distantelor in mod convenabil (e.g. ca in solutiile de mai sus)...............ooiiiiiiiii .. 9p
Identificarea pozitiilor pentru care suma a doua distante este minima.......... ... ... .o i, 6p
FInalizare . . . ... 6p



